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Aufgabe 1: Abstrakte Algebra (Korrekturaufgabe, 12 Punkte)

Gegeben ist die folgende abstrakte Algebra®, @) mit der Signatu: = (S, F'), die nicht-negative ganze Zahlen
und einige Operationen darauf beschreibt.

S = { ZAHL,BOOL }

F = { inc: ZAHL — ZAHL, (Fy)
dec : ZAHL — ZAHL, (Fy)
equal : ZAHL x ZAHL — BOOL, (F5)
zero : — ZAHL  (Fy)

¥

Fir alle Termer, y der SorteZAHL gelten die Axiome:

Q= { dec(inc(z)) -z, (@)
equal(zero, zero) — true, (Q2)
equal(inc(x), zero)  — false, (Q3)
equal(zero,inc(x))  — false, (Q4)
equal(inc(z),inc(y) — equal(z,y) (Qs)

}

Die definierte Sort&@ AHL beschreibt nicht-negative, ganze Zahlen. Die SB@®L ist eine Hilfssorte. Wir legen fest,
dass die Operationénc undzerodie einzigen Konstruktoren der Algebra sind.

(a) Definieren Sie prazise: Wann ist ein Term einer Sorte s zu einer Signatur korrekt? Geben je einen korrekten und

einen unkorrekten Term 21 an. (1 Pkt)

(b) Wann ist ein Term der definierten Sorte einer Algebra in Normalform? Geben Sie zuZ3bitezwei Terme
in Normalform an. (1 Pkt)

(c) Wann ist ein Term der definierten Sorte einer Algebra undefiniert? Geben Sie einen undefinierten Term der Sorte
ZAHL an. (1 Pkt)

(d) Geben Sie an, bei welchen Operationen es sich um Hilfskonstruktoren und bei welchen es sich um Projektionen
handelt. (1 Pkt)

(e) Formen Sie die folgenden Terme der SatfeHL in Normalform um, sofern dies méglich ist. Geben Sie dabei
in jedem Schritt das verwendete Axiom und den resultierenden Term an. (2 Pkt)

(1) dec(inc(zero))

(2) inc(inc(dec(inc(zero))))

(3) dec(dec(inc(dec(inc(inc(zero))))))

(4) inc(dec(dec(inc(zero))))
() Vereinfachen Sie schrittweise die folgenden Terme, bis Sie den ffaewnder den Ternfalseerhalten. Geben

Sie in jedem Schritt das verwendete Axiom und den resultierenden Term an. (2 Pkt)

(1) equal(dec(inc(zero)), zero)

(2) equal(inc(ine(
(3) equal(inc(inc(zero)), zero)

(dec(inc(

inc(inc(zero)), inc(inc(zero)))

(4) equal(dec(inc(inc(zero))), inc(inc(zero)))



(9) Erweitern Sie die Mengé’ um eine Operatioyreater(t,t2) mit der Ergebnissort8OO0L und zwei Ope-
randent,, to der SorteZAHL Erweitern Sie die Meng& so um Axiome, dass sich der Temmeater(t1,ts)
genau dann itrue umformen lasst, wenty grof3er ist alg,. Andernfalls soll sich der Term ifalseumformen
lassen. Gehen Sie davon aus, dassndt, nicht undefinierte Terme sind.

Hinweis: Gehen Sie zur Entwicklung der Axiome davon aus, dass die Operati@ne 1 addiert undeceine

1 subtrahiert.

“Erproben” Sie lhre Axiome, indem Sie schrittweise die folgenden Terme vereinfachen, bis Sie detnueerm
oder den Ternfalseerhalten. Geben Sie in jedem Schritt das verwendete Axiom und den resultierenden Term
an. (4 Pkt)

(1) greater(zero,inc(zero))

(3) greater

(2) greater(inc(zero), zero)
zero, zero)
c

(
(4) greater(inc(zero),inc(inc(zero)))

Aufgabe 2: Abstrakte Algebren flr Getrankeautomaten (Korrekturaufgabe, 6 Punkte)

Die folgenden abstrakten Algebren modellieren auf verschiedene Weise die Abfolge von Bedienoperationen eines
Getrankeautomaten:

(1) Sortens :={Getrank

Operationer¥:

{ Nichts : — Getrank
Tee . Getrank — Getrank
Kaffee : Getrank — Getréank
Kakao : Getrank — Getrank

}

Axiome Q: fur alle Termex der SorteGetrankgilt

{ TedTedx)) —  TedX),
TedKaffegx)) —  KaffedX),
TedKakadXx)) —  KakadXx),
KaffedTedXx)) —  TedX),
KaffedKaffedx)) — Kaffedx),
KaffedKakaqx)) — KakaqXx),
KakadTe€Xx)) —  TedXx),
KakagKaffedx)) — Kaffedx),
KakaqKakadqx)) — Kakaqx)

}

(2) SortenS :={Getrank Auswah}
Operationent

{ Tee : — Getrank
Kaffee : — Getrank
Kakao : — Getrank
keineAuswahl : — Auswah|
taste . Getrankx Auswahl — Auswabhl

}

Axiome Q: fur alle Termea,bder SorteGetrankundc der SorteAuswahlgilt
{ tastda,tastdb,c)) — tastdb,c)
}
(a) Geben Sie fir beide abstrakten Algebren je zwei verschiedene Terme der Schachtelungstiefe 3 an.
(b) Beschreiben Sie fur beide abstrakten Algebren die Bedeutung der Axiome in Worten wie alfiéadiz 21
(c) Welche der beiden abstrakten Algebren I&asst sich leichter erweitern? Warum?
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